INTRODUCTION A LA
LOGIQUE BOOLEENNE
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George Boole
Mathématicien et logicien anglais
(1815-1864)

o Entre 1847 et 1854 il developpe une nouvelle forme de
logique mathématique et symbolique.

o Le but : Traduire des idees et des concepts en équations et
leur appliquer des lois.Et retraduire le résultat en termes
logiques.

» |l crée une algebre binaire qui n’accepte que deux valeurs
numeériques 0 et 1 (faux, vrai), définie dans un ensemble E
muni de deux lois de compositions interne (et ,ou) satisfaisant
un certains nombre de propriétés (associativite, distributivite
...). C’est I’algebre de boole.

o Les travaux de Boole sont théoriques mais trouvent des
applications primordiales dans les domaines aussi divers que
les systemes informatiques, la théorie de la probabilité, les
circuits électriques et téléphoniques ... et ceci grace a des
scientifigues comme Pierce, Frege, Russel, Turing et
Shannon entre autres.

» Ensuite il s’intéressa aux équations différentielles.

. [)
* |l mourut d’une pneumonie en 1864. ’J
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Notations

|l existe plusieurs types de notation.
V=Vral, F=Faux (1=vral, 0=faux).
1=*non’.
A= "et’.
v="oU’.
—=‘Implication’.
<>=‘equivalence’.
Sy
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Remarques

En mathématique le « ou » est inclusif.

AvB donne I’ensemble de solutions
suivant {A, B, ArB}.
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Définitions

 Proposition est un énonceé a qui on associe
une valeur de vérité (vrai ou faux).

» Tautologie est une formule qui est vraie
pour toute distribution de valeur de vérité.

« Antilogie est une formule qui est fausse
pour toute distribution de valeur de vérité.
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Table de verite

PA Pv
P 1p etQQ p of o | TTR|TTE
F v Vv vV | Vv
F | OF Vv Fo|OF
vV | F Vv V | F
V| F = VARERY
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Deéfinitions
- est logiqguement equivalent a G (note ~) si

-<>( est une tautologie.

- ~ G si et seulement si F et G ont la méme
table de vérite.

Y

INSTITUT PASTEUR




Propriétes
Assoclativite : pa(qar) ~ (pAg)Ar
pv(qvr) ~ (pva)vr
Distributivite : pa(gvr) ~ (paq)v(par)
pv(qar) ~ (pva)Aa(pvr)
Loi de Morgan :](paqg) ~ |pv]g
1(pva) ~ pAlq
Contraposee : p—=q~ |[q—=1|p ~ |pvq
Négation : ||p~p
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Démonstration de la contraposée
p—=q |Ip |lpva |la  [lg—=1p
V F oV F V

E F|F V F

V V|V F V

V V|V V V
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Connecteurs unaires

Vrai | Faux | Exemple | Connecteur | notation
V | V pv]p tautologie 1
V F P Identité Id
F | V 1p négation |
F F pA|p antilogie 0
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|_es connecteurs binaires

V|V |F |F | Exemple Connecteur notation
VIF|V]|F
VIV |V ]|V]|(]parp)—1q Tautologie 1
VIVIV]|F|pvQg Ou Vv
VIVI|IF|V|[g—p Implication inverse —
VIV|IF|F|p Projection 1 Pri
VIF[V|V]|p—(q Implication —
VIF|V]|F|Qq Projection 2 Pr2
VIF|F |[V]|p=q Equivalence <«
V|F|F|F|paq Et A
FIV]|V]|V]|]prg) Barre de Scheffer « et» )
FIV|V]|F|l(p=0) *
FIVIF|V]]g Négation de la projection 2 1Pr2
FIV|F|F[I](p—a) -
FIF|IV|V]]p Négation de la projection 1 1Pr1
FIF|V|F]|la—p o
FIF|F|V]|](pva) Barre de scheffer « ou » J
FIF|F|F | (pvip) —=(qa]lq) Antilogie 0
7
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Ordre de priorite

e Donner la table de verité de la proposition
suivante : |p—qar.
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Solution de I’ordre de priorité :

]/\V%e

p g |r |lp |Ip—=a |(Ip—=a)Ar [gar | |p—(qAr)
VIVIVIF |V V V |V
VIVIFIF |V @ - (V)
VI|F|VI|F |V V = |V
VIF[F[F |V F = V)

- VIVIV |V V V |V
:VFVV — — —
FIV|V |F = = |F
:FFVF — — —
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e calcul des prédicats

Par I’exemple
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Formaliser un énonce et traduire des phrases.

g="grippe’

r="cellule respiratoire’
C(x)=*x est une cellule’
V(Xx)=‘x est un virus’
I(X,y)="X est infecteé par y’
R(X,y)="X a reconnu y’
C(r)="r est une cellule’

V(g)="1a grippe est un
virus’

Les cellules infectées par un virus ne le
reconnaissent pas.

VX, 3y C(x)aV(y) al(x,y) = |R(X,y)

Il n’existe pas de virus qui peuvent
infecter toutes les cellules.

Ay V() = VX 1(xy)AC(x)

Toutes les cellules pulmonaires
reconnaissent le virus de la grippe.

Yr C(r) =R(r,9) AV(Q)

Toutes les cellules qui rencontrent le
virus de la grippe le reconnaissent ou
sont infecteées.

Vx C(x) = V(9) A (R(x,9) vI(x,9))
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Exercice rigolo !!!

e 2tribus:

— Les purs qui disent toujours la verité.
— Les pires qui mentent toujours.

* Vous rencontrez 2 individus A et B
— A déclare : « I’un de nous deux au moins est un pire ».

— A déclare : « I’un de nous deux au plus est un pire ».
— Qu’en déduisez-vous ?
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Raisonnement informel :
A déclare : « I’un de nous deux au moins est un pire ».

e Si Aestun pur, il dit la verité donc B est pire.

e Si A estun pire, il ment donc aucun des 2 n’est
pire.
IMPOSSIBLE incompatible avec I’hypothese :
« A est un pire ».

e CONCLUSION: A est pur et B est pire
Y

INSTITUT PASTEUR




A=«A est pur», B=«B est pur», A<=(|Av |B)

A B |JA |1B []AvIB |A<(]Av]B)

F V.|V Y
F V. |V |F Y F
F F |V |V |V F

Conclusion : A est pur et B est pire. S
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A déclare : « I’un de nous deux au plus est un pire ».

Si A est pur, il dit la vérité donc A est un pur et B est soit pire soit pur.
Si A est pire il ment, donc les deux sont pires.

A [B 1A [B [1are |A<l(ArTR)
V. |V \F F F v

/
vV |F \F V. |F v
\_/
F |V |V F F F
FIF NV v |V v
\_/

Conclusion : il y a 3 possibilités donc on ne peut pas
conclure.
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1l existe plusieurs systemes de logique :

e Logig
e Logic
e Logioc

e Logic
e EtC.

ue combinatoire.

ue intuitionniste (rejet de la regle [|JA—A).

ue substructurale.
ue floue.

Y

INSTITUT PASTEUR




